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�;V.

(a). Ω = {ω1, . . . , ωn}

(b). ¯�� F :

(b1). ��� F = {Ω �¤kf8} (�¹&E�õ)
e.g. � n = 2, F = {Ω, ∅, {ω1}, {ω2}}

(b2). ��� F = {Ω, ∅}, ²�¯�� (�¹&E��)

(c). P(A) = |A|
n , ∀ A ∈ F (��U5)
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Bernoulli V.

n ­ Bernoulli V.µ���ÅÁ��kü«�Uu)�(
J S (u)VÇ� p) Ú F . òdÁ�Õá­E� n g.

(a). Ω = {ω = (ω1, . . . , ωn); ωi = S or F , i = 1, . . . , n}

(b). F = {Ω �¤kf8}

(c). e ω ∈ Ω ¥Tk m ≤ n � S , K P ({ω}) = pm(1− p)n−m

(d). e A = {ωi ; i ≤ k} ∈ F k k ≤ 2n �Ä�¯�, K

P (A) =
k∑

i=1

P ({ωi})
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Bernoulli V.

~: 1-­ Bernoulli V.

(a). Ω = {S ,F}

(b). F = {Ω, ∅, {S}, {F}}

(c). P ({S}) = p = 1− P ({F})
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Bernoulli V.

~: 3-­ Bernoulli V.

(a). Ω = {SSS ,SSF ,SFF ,FFF ,SFS ,FSS ,FFS ,FSF}

(b). F = {Ω �f8}

(c). ~X¯� A = {SSF ,SFS ,FSS} = {TÐ¤õ 2 g}, K

P (A) = 3 · P ({SSF}) = C 2
3 p2(1− p)
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AÛV.

(a). Ω = R («� R äk¡È)

(b). F = {8Iá\ R ¥äk¡È�f8 S}

(c). S ∈ F , K P(S) = |S|
|R| (��U5)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. ½Â

(a). ü��m Ω → Rd (·�¤ÙG�)

(b). ÿÝØ�Ýµü��ÿ�m (Ω,F) → (Rd ,B(Rd ))

(c). r.v.µX (ω) : Ω→ Rd � �ÿ ¼ê

∀ A ∈ B(Rd ), X−1(A) := {ω ∈ Ω; X (ω) ∈ A} ∈ F
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

Þ~

(1). 3 n ­ Bernoulli Á�¥, ∀ ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω, ½Â

Xi (ω) = 1A(ωi ) =

{
1, if ωi = S
0, if ωi = F

(2). éu i = 1, 2, . . . , n, ½Â

X (ω) =
n∑

i=1

Xi (ω)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

\È©Ù¼ê (cdf)

F (x) = P(X ≤ x) := P ({ω ∈ Ω; X (ω) ≤ x}) , x ∈ R

lÑ. r.v. � cdf

F (x) =
∑

{i ; ai≤x}

pi

Ù¥ pi = P(X = ai ), i = 1, 2, . . . �©ÙÆ (pmf)
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�ÅCþ�©Ù

Figure: lÑ. r.v. � cdf
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�ÅCþ�©Ù

lÑ. r.v. cdf:

(a). �F.¼ê ({ü¼ê)

(b). r.v. ��� ai ´ cdf �a:

(c). cdf 3a:a�pÝ� pi
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. ©Ù

ýéëY. r.v. cdf:

F (x) = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞
p(y)dy , x ∈ R,

Ù¥ p(·) ´VÇ�Ý¼ê (pdf)
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r.v. ©Ù

Figure: ýéëY. r.v. cdf
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�ÅCþ�©Ù

ýéëY. r.v. cdf:

(a). ýéëY� (Ïd´ëY�)

(b). k�C�� (ü�üO¼ê��)

(c). A�??��� (?¿üN¼êÑ´A�??���)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
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2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

©Ù¼ê� Lebesgue ©):

Theorem

?¿©Ù¼ê F (x) ´þ�©)¤��lÑ.©Ù¼ê Fd (x)!
��ýéëY.©Ù¼ê Fac (x) Ú��ëYÛÉ.©Ù¼
ê Fcs �à|Ü, =

F (x) = a1 · Fd (x) + a2 · Fac(x) + a3 · Fcs(x), ∀ x ∈ R,

Ù¥ ai ≥ 0 �
∑3

i=1 ai = 1.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

ëYÛÉ.©Ù¼ê:

(a). ½Â: ��©Ù¼ê Fcs �¡�ëYÛÉ.©Ù¼ê, XJ
§´ëY��§��ê F ′cs = 0, a.e..

(b). ~f: Cantor ©Ù
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

Cantor ©Ù��¤:

(a). Cantor 8 C = ∩∞n=0Cn (G. Cantor in 1883):

C0 = [0, 1],

C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1],

C2 = [0, 1/9] ∪ [2/9, 1/3] ∪ [2/3, 7/9] ∪ [8/9, 1]

C3 = [0, 1/27] ∪ [2/27, 1/9] ∪ [2/9, 7/27] ∪ [8/27, 1/3]

∪[2/3, 19/27] ∪ [20/27, 7/9] ∪ [8/9, 25/27] ∪ [26/27, 1],

C4 = · · ·
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

Cantor 8 C = ∩∞n=0Cn �5�:

(a1). C ´4� (Ïd´;�)

(a2). C ´Ø�ê��Ù Lebesgue ÿÝ m(C ) = 0

(a3). ∀ x ∈ [0, 1], x = 0.a1a2a3 · · · � 3 Ä.Ðm,
K x ∈ C ⇐=⇒ an ∈ {0, 2}, ∀ n ∈ N

(a4). C Ø�¹?Ûm«m, = (a, b)⊂C , ∀ 0 < a < b < 1
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

�ÅCþ�©Ù

(b). Cantor r.v. X :

P(X ∈ A) = 2−n, n = 0, 1, 2, . . .

Ù¥ A ´ Cn ¥¿� 2n �4«m�?¿��4«m

(c). Cantor ©Ù¼ê F (x) = P(X ≤ x) ¡� Cantor ¼ê

(d). Cantor r.v. êiA�:

E[X ] = 1/2, D(X ) = 1/8
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

1 AaV.�VÇ�m
�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
r.v. ½Â
r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

lÑ. r.v. êÆÏ" (þ�) �½Â:

X �� {ai ; i = 1, 2, . . . }, pmf � {pi ; i = 1, 2, . . . }. e¤á

∞∑
i=1

|ai |pi < +∞

K½Â E[X ] =
∑∞

i=1 ai pi � X �êÆÏ".
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

Theorem

� σ � N �?¿ü�. XJÃ¡?ê {ai pi ; i = 1, 2, . . . } ýé
Âñ, K

∞∑
i=1

aσ(i)pσ(i) =
∞∑

i=1

ai pi

���ááá��� VVVÇÇÇÄÄÄ���VVVggg���'''������©©©ÛÛÛ



AAAaaaVVV...���VVVÇÇÇ���mmm
���ÅÅÅCCCþþþ���©©©ÙÙÙ

ppp½½½���ÕÕÕááá
���ÅÅÅCCCþþþ������ÂÂÂñññ

���êêê½½½ÆÆÆ���¥¥¥%%%444���½½½nnn

r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

ýéëY. r.v. êÆÏ":

XJ ∫ ∞
−∞
|x |p(x)dx < +∞

K½Â E[X ] =
∫∞
−∞ xp(x)dx � X �êÆÏ".
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

r.v. ¼ê�êÆÏ":

XJ

∞∑
i=1

|g(ai )|pi < +∞
(

resp.

∫ ∞
−∞
|g(x)|p(x)dx < +∞

)
K

E[g(X )] =
∞∑

i=1

g(ai )pi

(
resp.

∫ ∞
−∞

g(x)p(x)dx

)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

r.v. êiA�Ø�½�3

(a). lÑ r.v. X � pmf:

pi =

{
1/i , i ∈ R = {2n; n = 1, 2, . . . },
0, otherwise

�	 ∑
i∈R

|i | pi =
∑
i∈R

i · 1

i
= +∞
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

(b). ÑlIO Cauchy ©Ù r.v. X � pdf:

p(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R

�	: ∀ n > 0,∫ ∞
−∞
|x |np(x)dx =

1

π

∫ 1

0

x
1−n

2 −1(1− x)
1+n

2 −1dx

< +∞, if
1± n

2
> 0⇐=⇒ n < 1
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

XJ E[|X |2] �3, K E[X ] �3:

(E[X ])2 ≤ E[|X |2].

é 2d r.v. (X ,Y ), e D(X ),D(Y ) �3, K Cov(X ,Y ) �3:

|Cov(X ,Y )|2 ≤ D(X ) · D(Y ).
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

�Å�þ�êiA�: � X = (X1,X2, · · · ,Xn)∗ ´
� n � r.v.

(a). X �êÆÏ": (if exists)

E[X] = (E[X1],E[X2], · · · ,E[Xn])∗ ∈ Rn

(b). X ���: (if exists)

D(X) = E [(X− µ)(X− µ)∗] ,

Ù¥ µ = E[X].
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

X êÆÏ"�5�:

(a). E[X∗] = E[X]∗

(b). � a ∈ R ´�¢ê, K E[a · X] = a · E[X]

(c). E[X + Y] = E[X] + E[Y]

(d). e X � Y Õá, K E[XY∗] = E[X]E[Y]∗
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

X ���5�:

(a). D(X) ´ n × n é¡�
:

D(X) =


D(X1) Cov(X1,X2) · · · Cov(X1,Xn)

Cov(X2,X1) D(X2) · · · Cov(X2,Xn)
· · · · · · · · · · · ·

Cov(Xn,X1) Cov(Xn,X2) · · · D(Xn)


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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

(b). e X1, · · · ,Xn üüÕá, K D(X) ´é�
:

D(X) =


D(X1) 0 · · · 0

0 D(X2) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · D(Xn)


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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

(c). e X1, · · · ,Xn üüÕá�Ó©Ù, K D(X) = σ2In×n

(d). E[XX∗] = D(X) + E[X]E[X]∗

(e). � a ∈ R ´�¢ê, K D(a · X) = a2 · D(X)

(f). � A ´ m × n-~êÝ
, K D(AX + a) = AD(X)A∗

(g). D(X) o´�K½�, =é?¿~�þ b, d (f) �:

b∗D(X)b = D(b∗X) ≥ 0
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

õ���©Ù

(a). �Å�þ X = (X1, · · · ,Xn)∗ ∼ N(µ,C):

p(x) =
1

(2π)
n
2 |C| 12

exp

[
−1

2
(x− µ)∗C−1(x− µ)

]
,

Ù¥ x = (x1, · · · , xn)∗ ∈ Rn, µ = E[X] Ú C = D(X).
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

(b). õ������C�:

� X ∼ N(µ,C) � b � m × 1 ~�þÚ M � m × n ~Ý

, K

b + MX ∼ N(b + Mµ,MCM∗)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

2-���©Ù

(a). �Å�þ X = (X1,X2)∗ ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 ; ρ):

p(x) =
1

2π|C| 12
exp

[
−1

2
(x− µ)∗C−1(x− µ)

]
,

Ù¥ µ = (µ1, µ2) ±9

C =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

(b). 2-��� r.v. �^�êÆÏ"¼ê:

Cef (x) := E[X2|X1 = x ] = µ2 + ρ
σ2

σ1
(x − µ1), x ∈ R

(c). 2-��� r.v. �^�êÆÏ":

E[X2|X1] := Cef (X1) = µ2 + ρ
σ2

σ1
(X1 − µ1)

(d). ^�êÆÏ"5�:

E {E[X2|X1]} = E
[
µ2 + ρ

σ2

σ1
(X1 − µ1)

]
= µ2 = E[X2]
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

1-��� r.v. �Ý:

n E[X n] E[(X − µ)n]

1 µ 0
2 µ2 + σ2 σ2

3 µ3 + 3µσ2 0
4 µ4 + 6µ2σ2 + 3σ4 3σ4

5 µ5 + 10µ3σ2 + 15µσ4 0
6 µ6 + 15µ4σ2 + 45µ2σ4 + 15σ6 15σ6

7 µ7 + 21µ5σ2 + 105µ3σ4 + 105µσ6 0
8 µ8 + 28µ6σ2 + 210µ4σ4 + 420µ2σ6 + 105σ8 105σ8
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

1-���©Ù� � (Skewness)

Skew [X ] := E

[(
X − µ
σ

)3
]

= 0

Figure:  ��A©Ù��é¡5
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

1-���©Ù�¸Ý (Kurtosis)

Kurt[X ] := E

[(
X − µ
σ

)4
]

= 3

Figure: ¸Ý�A©Ù�¸��¹
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

��©Ù�{¤
1 A. de Moivre (1667-1754, {IêÆ[) 3 1783 cuy
�
�©Ù

2 K. Gauss (1777-1855, �IêÆ[) 3 1809 cïÄ���¦
{�JÑ��©Ù

3 P. Laplace (1749-1827, {IêÆ[) 3 1810 cy²
 CLTµ

Zn :=
1

n

n∑
i=1

Xi �IOz r.v. �©ÙÂñu N(0, 1), n→∞

4 Gauss ·¶��©Ù� ”Normal Distribution”
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

r.v. �êiA�

��©Ù�{¤
1 A. de Moivre (1667-1754, {IêÆ[) 3 1783 cuy
�
�©Ù

2 K. Gauss (1777-1855, �IêÆ[) 3 1809 cïÄ���¦
{�JÑ��©Ù

3 P. Laplace (1749-1827, {IêÆ[) 3 1810 cy²
 CLTµ

Zn :=
1

n

n∑
i=1

Xi �IOz r.v. �©ÙÂñu N(0, 1), n→∞

4 Gauss ·¶��©Ù� ”Normal Distribution”
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

1 AaV.�VÇ�m
�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
r.v. ½Â
r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

2-� r.v. (X ,Y ) ¼ê r.v.:

Z = Φ(X ,Y ),

Ù¥¼ê Φ(x , y) Ì�/ªk:

Φ(x , y) = x ± y , x · y , x/y ,

= min{x , y}, max{x , y},
=

√
x2 + y 2, tan−1(x/y)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

r.v. Z = Φ(X ,Y ) �©Ù:

FZ (z) = P(Φ(X ,Y ) ≤ z)

=

∫ ∫
{(x ,y)∈R2; Φ(x ,y)≤z}

pX ,Y (u, v)dudv
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

¼ê Φ(x , y) = x + y :

(a). ©Ù¼ê:

FZ (z) = P(X + Y ≤ z) =

∫ ∞
v=−∞

∫ z−v

u=−∞
pX ,Y (u, v)dudv

(b). pdf:

pZ (z) =

∫ ∞
−∞

pX ,Y (z − v , v)dv =

∫ ∞
−∞

pX ,Y (u, z − u)du

���ááá��� VVVÇÇÇÄÄÄ���VVVggg���'''������©©©ÛÛÛ



AAAaaaVVV...���VVVÇÇÇ���mmm
���ÅÅÅCCCþþþ���©©©ÙÙÙ

ppp½½½���ÕÕÕááá
���ÅÅÅCCCþþþ������ÂÂÂñññ

���êêê½½½ÆÆÆ���¥¥¥%%%444���½½½nnn

r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

(c). e X � Y Õá, K

pZ (z) =

∫ ∞
−∞

pX (z − v)pY (v)dv =

∫ ∞
−∞

pX (u)pY (z − u)du
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � r.v.s X � Y ÕáÓ©Ùuëê� λ > 0 ��ê©Ù,
¦ Z = X + Y � pdf.

):

(a). ò X ,Y � pdf �¤«5¼ê/ª:

pX (x) = λe−λx1{x>0}, pY (y) = λe−λy1{y>0}
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

(b). ^òÈúªO�:

pZ (z) =

∫ ∞
−∞

pX (z − v)pY (v)dv =

∫ ∞
0

pX (z − v)λe−λvdv

=

∫ ∞
0

λe−λ(z−v)1{z−v>0}λe−λvdv

= λ2e−λz

∫ ∞
0

1{z>v}dv = λ2e−λz

∫ z

0

dv1{z>0}

= λ2ze−λz1{z>0}.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

¼ê Φ(x , y) = x/y :

(a). ©Ù¼ê:

FZ (z) = P(X/Y ≤ z ,Y > 0) + P(X/Y ≤ z ,Y < 0)

= P(X ≤ Yz ,Y > 0) + P(X ≥ Yz ,Y < 0)

=

∫ ∞
0

∫ yz

−∞
pX ,Y (u, v)dudv +

∫ 0

−∞

∫ ∞
yz

pX ,Y (u, v)dudv
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

(b). pdf:

pZ (z) =

∫ ∞
0

vpX ,Y (vz , v)dv +

∫ 0

−∞
(−v)pX ,Y (vz , v)dv

=

∫ ∞
−∞
|v |pX ,Y (vz , v)dv

(c). e X � Y Õá, K

pZ (z) =

∫ ∞
−∞
|v | · pX (vz) · pY (v)dv
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � (X ,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2; ρ), ¦ Z = X/Y � pdf.

):

(a). (X ,Y ) �éÜ pdf �:

pX ,Y (x , y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

× exp

[
− 1

2(1− ρ2)

(
x2

σ2
1

− 2ρxy

σ1σ2
+

y 2

σ2
2

)]
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

(b). ^úªO�:

pZ (z) =

∫ ∞
−∞
|v |pX ,Y (vz , v)dv

=
πσ1σ2

√
1− ρ2

σ2
2(z − ρσ1/σ2)2 + σ2

1(1− ρ2)

ù´ Cauchy(ρσ1/σ2) ©Ù� pdf.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

¼ê Φ(x , y) = x2 + y 2:

(a). ©Ù¼ê: éu z > 0,

FZ (z) = P(X 2 + Y 2 ≤ z) =

∫ √z

−
√

z

∫ √z−v 2

−
√

z−v 2

pX ,Y (u, v)dudv

(b). pdf �: éu z > 0,

pZ (z) =

∫ √z

−
√

z

1

2
√

z − v 2

[
pX ,Y (

√
z − v 2, v)

+pX ,Y (−
√

z − v 2, v)
]
dv
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � (X ,Y ) ∼ N(0, 0, 1, 1; 0), ¦ Z = X 2 + Y 2 � pdf.

):

(a). ^úªO�:

pZ (z) =

∫ √z

−
√

z

1

2
√

z − v 2

1

π
exp

(
−z

2

)
dv1{z>0}

=
1

π
exp

(
−z

2

)∫ π/2

0

√
z sin(θ)√
z cos(θ)

dθ1{z>0}

=
1

2
exp

(
−z

2

)
1{z>0}.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

¼ê Φ(x , y) =
√

x2 + y 2:

(a). ©Ù¼ê: éu z > 0,

FZ (z) = P(X 2 + Y 2 ≤ z2) =

∫ z

−z

∫ √z2−v 2

−
√

z2−v 2

pX ,Y (u, v)dudv

(b). pdf �: éu z > 0,

pZ (z) =

∫ z

−z

z√
z2 − v 2

[
pX ,Y (

√
z2 − v 2, v)

+pX ,Y (−
√

z2 − v 2, v)
]
dv
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � (X ,Y ) ∼ N(0, 0, 1, 1; 0), ¦ Z =
√

X 2 + Y 2 � pdf.

):

(a). ^úªO�:

pZ (z) = z exp

(
−z2

2

)
1{z>0},

ù´ Rayleigh ©Ù� pdf.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � (X ,Y ) ∼ N(0, 0, 1, 1; 0), ½ÂE�pd r.v.:

W = X + i · Y , i =
√
−1.

K |W | Ñl Rayleigh ©Ù. ¦ W �� :

Θ = tan−1

(
X

Y

)
∈ (−π/2, π/2)

�©Ù?

���ááá��� VVVÇÇÇÄÄÄ���VVVggg���'''������©©©ÛÛÛ



AAAaaaVVV...���VVVÇÇÇ���mmm
���ÅÅÅCCCþþþ���©©©ÙÙÙ

ppp½½½���ÕÕÕááá
���ÅÅÅCCCþþþ������ÂÂÂñññ

���êêê½½½ÆÆÆ���¥¥¥%%%444���½½½nnn

r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

):

(a). ½Â r.v. U = tan Θ, K U = X/Y

(b). dc¡�~f�: U Ñl¥% Cauchy ©Ù, Ù pdf �:

pU (u) =
1

π(1 + u2)
, −∞ < u < +∞.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

(c). u´:

pΘ(θ) =
1

|dθ/du|
pU (tan θ) =

sec2 θ

π(tan2 θ + 1)

=

{
1
π , θ ∈ (−π2 ,

π
2 ),

0, otherwise

ù´ (−π2 ,
π
2 ) þ�þ!©Ù� pdf.

(d). ?�Ú(J: |W | � Θ Õá.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

¼ê Φ(x , y) = max{x , y}:

(a). ©Ù¼ê:

FZ (z) = P(max{X ,Y } ≤ z) = FX ,Y (z , z)

(b). e X ,Y Õá, K pdf �:

pZ (z) = pX (z)FY (z) + FX (z)pY (z)
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���ÅÅÅCCCþþþ������ÂÂÂñññ

���êêê½½½ÆÆÆ���¥¥¥%%%444���½½½nnn

r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

¼ê Φ(x , y) = min{x , y}:

(a). ©Ù¼ê:

FZ (z) = P(min{X ,Y } ≤ z) = 1− P(X > z ,Y > z)

= FX (z) + FY (z)− FX ,Y (z , z)

(b). e X ,Y Õá, K pdf �:

pZ (z) = pX (z) + pY (z)− pX (z)FY (z)− FX (z)pY (z)
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � X ,Y ∼ Exp(λ) �Õá, ¦ Z = min{X ,Y } � pdf.

):

(a). pdf �:

pZ (z) = pX (z) + pY (z)− pX (z)FY (z)− FX (z)pY (z)

= 2λe−λz1{z>0} − 2λe−λz
(
1− e−λz

)
1{z>0}

= 2λe−2λz1{z>0}

ù`² Z = min{X ,Y } ∼ Exp(2λ).
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

~: � X ,Y ∼ Exp(λ) �Õá, ½Â r.v.:

Z =
min{X ,Y }
max{X ,Y }

∈ (0, 1)

O� Z � pdf.
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

):

(a). (X ,Y ) éÜ pdf:

pX ,Y (x , y) = λ2e−λ(x+y)1{x>0,y>0}

(b). Z �©Ù¼ê: éu 0 < z < 1,

FZ (z) = P(min{X ,Y }/max{X ,Y } ≤ z)

= P(X ≤ z · Y ,X ≤ Y ) + P(Y ≤ z · X ,X > Y )

=

∫ ∞
0

∫ vz

0

pX ,Y (u, v)dudv +

∫ ∞
0

∫ uz

0

pX ,Y (u, v)dvdu
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r.v. ½½½ÂÂÂ
r.v. ©©©ÙÙÙ
r.v. ���êêêiiiAAA���
2-��� r.v. ¼¼¼êêê���©©©ÙÙÙ

2-� r.v. ¼ê�©Ù

(c). Z � pdf �:

pZ (z) =

∫ ∞
0

y · pX ,Y (vz , v)dv +

∫ ∞
0

x · pX ,Y (u, uz)du

=
2

(1 + z)2
1{0<z<1}
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

1 AaV.�VÇ�m
�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
r.v. ½Â
r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

1 AaV.�VÇ�m
�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
r.v. ½Â
r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

¯� A � B p½: A ∩ B = ∅

(a). e A � B p½, K

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)

(b). e A1, · · · ,An, · · · üüp½, K

P (∪∞n=1An) =
∞∑

n=1

P(An)
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

¯� A � B Õá:

P(A ∩ B) = P(A) · P(B)

(a). e A � B Õá, K

P(A|B) = P(A), P(B) 6= 0,

P(B|A) = P(B), P(A) 6= 0
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

(b). e A � B Õá, K

E [1A · 1B ] = E [1A] · E [1B ]

(c). e A � B Qp½qÕá, K

0 = P(A) · P(B)⇐=⇒ min {P(A),P(B)} = 0
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

n �¯�üüÕá (n ≥ 3):

¡ n �¯� A1, . . . ,An üüÕá, XJ

P (Ai ∩ Aj ) = P (Ai ) · P (Aj ) , i 6= j ,

Ù¥ i , j = 1, 2, . . . , n.
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

n �¯��pÕá (n ≥ 3):

¡ n �¯� A1, . . . ,An �pÕá, XJ

P (∩i∈In Ai ) =
∏
i∈In

P (Ai ) ,

é¤k {1, 2, . . . , n} �f8 In.
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

3 �¯��pÕá:

(a). 3 �¯� A,B,C �pÕá ⇐=⇒

üüÕá

 P(A ∩ B) = P(A) · P(B)
P(A ∩ C ) = P(A) · P(C )
P(B ∩ C ) = P(B) · P(C )

+

P(A ∩ B ∩ C ) = P(A) · P(B) · P(C )
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

(b). �pÕá =⇒ üüÕá

(c). üüÕá =; �pÕá
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

¯��p½�Õá

(d). �~: �koÜ	.���k¡,þ©O�kêi 2, 3, 5, 30,
8l¥?��Ü*	Ùþêi.

A = {��´ 2 ��ê}, B = {��´ 3 ��ê}
C = {��´ 5 ��ê},

K A,B,C üüÕá�Ø�pÕá. Ï�

A = {2, 30}, B = {3, 30}, C = {5, 30},
AB = AC = BC = ABC = {30}

� P(A) = P(B) = P(C ) = 0.5, P(AB) = P(A)P(B) = 0.25,
aq P(BC ) = P(B)P(C ), P(AC ) = P(A)P(C ),

 P(ABC ) = 0.25,
� P(A)P(B)P(C ) = 0.5 · 0.5 · 0.5 = 0.125 üöØ�
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

1 AaV.�VÇ�m
�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
r.v. ½Â
r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

r.v. �Õá5

¡�¢� r.v.s X1, . . . ,Xn �pÕá, XJ ∀ a1, . . . , an ∈ R,
¯�

{X1 ≤ a1}, {X2 ≤ a2}, · · · , {Xn ≤ an}

�pÕá.

(a). ¢� r.v.s X1, . . . ,Xn �pÕá ⇐=⇒ ∀ a1, . . . , an ∈ R,

FX1,...,Xn (a1, · · · , an) =
n∏

i=1

FXi (ai )
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

r.v. �Õá5

� U-� r.v.s X1, . . . ,Xn �pÕá, e ∀ A1, . . . ,An ∈ B(U),

{X1 ∈ A1}, {X2 ∈ A2}, · · · , {Xn ∈ An}

�pÕá

���ááá��� VVVÇÇÇÄÄÄ���VVVggg���'''������©©©ÛÛÛ



AAAaaaVVV...���VVVÇÇÇ���mmm
���ÅÅÅCCCþþþ���©©©ÙÙÙ

ppp½½½���ÕÕÕááá
���ÅÅÅCCCþþþ������ÂÂÂñññ

���êêê½½½ÆÆÆ���¥¥¥%%%444���½½½nnn

¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

r.v. �Õá5

r.v.s �pÕá^êÆÏ"�O:

Theorem

r.v.s X1, . . . ,Xn �pÕá ⇐=⇒ ∀ �ÿ¼ê gi (x) ¦

E

[
n∏

i=1

gi (Xi )

]
=

n∏
i=1

E [gi (Xi )] ,

Ù¥ E [gi (Xi )] �3.
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

r.v. �Õá5

r.v.s �pÕá^A�¼ê�O:

Theorem

¢� r.v.s X1, . . . ,Xn �pÕá ⇐=⇒ ∀ u1, . . . , un ∈ R,

E

exp

i

n∑
j=1

uj Xj

 =
n∏

j=1

E [exp (iuj Xj )] ,

Ù¥ i =
√
−1.
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

r.v. �Õá5

r.v.s X ,Y Ø�': � D(X ),D(Y ) �3

(a). Cox(X ,Y ) = 0

(b). ρXY = Cov(X ,Y )√
D(X )D(Y )

= 0

(c). D(X + Y ) = D(X ) + D(Y )

(d). X − E[X ] � Y − E[Y ] ��

(e). E[XY ] = E[X ]E[Y ]
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¯̄̄������ppp½½½���ÕÕÕááá
r.v. ���ÕÕÕááá555

r.v. �Õá5

Ø�' =; Õá

(a). r.v.s (X ,Y ) Ñl����, K X ,Y Ø�' ⇐=⇒ Õá

(b). r.v. X ∼ U(−1, 1) Ú r.v. Y = X 2, K X ,Y Ø�'�ØÕá

(c). r.v. P(X = 0) = P(X = 1) = 1
2 � P(Y = −1) = P(Y = 1) =

1
2 , K Z = XY � X Ø�'�ØÕá
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1 AaV.�VÇ�m
�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
r.v. ½Â
r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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�ÅCþ��Âñ

�©ÙÂñ (fÂñ)µXn =⇒ X

Definition

� (Xn; n = 1, 2, . . . ) ��� r.v.s � r.v. X , XJé?¿ F �ë
Y: x ÷vµ

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)
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�ÅCþ��Âñ

�VÇÂñµXn

P
−→ X

Definition

� (Xn; n = 1, 2, . . . ) ��� r.v.s � r.v. X , XJé?¿ ε > 0 ¦

lim
n→∞

P (|Xn − X | > ε) = 0
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�ÅCþ��Âñ

A�??ÂñµXn

a.s.
−→ X

Definition

� (Xn; n = 1, 2, . . . ) ��� r.v.s � r.v. X , XJ

P
(

lim
n→∞

Xn = X
)

= 1
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�ÅCþ��Âñ

Lp (p ≥ 1) ÂñµXn

Lp

−→ X

Definition

� (Xn; n = 1, 2, . . . ) ��� r.v.s � r.v. X , XJ

lim
n→∞

E [|Xn − X |p] = 0

� p = 2 �, L2 Âñ¡�þ�Âñ
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�ÅCþ��Âñ

Âñ�'X:

Xn

Lp

−→ X− Xn

P
−→ X− Xn =⇒ X

Xn

a.s.
−→ X− Xn

P
−→ X− Xn =⇒ X

Xn

P
−→ X− Xkn

a.s.
−→ X

Xn

P
−→ C ! Xn =⇒ C
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�ÅCþ��Âñ

Borel-Cantelli Ún:

∞∑
n=1

P(|Xn − X | > ε) <∞− Xn

a.s.
−→ X

��Âñ½n (DCT):

Xn

a.s.
−→ X

|Xn| ≤ Y
E[Y p] < +∞

− Xn

Lp

−→ X
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�ÅCþ��Âñ

ëYN�½n: � g ´�ëY¼ê, K

Xn

a.s.
−→ X− g(Xn)

a.s.
−→ g(X )

Xn

P
−→ X− g(Xn)

P
−→ g(X )

Xn =⇒ X− g(Xn) =⇒ g(X )
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�;V.
Bernoulli V.
AÛV.

2 �ÅCþ�©Ù
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r.v. ©Ù
r.v. �êiA�
2-� r.v. ¼ê�©Ù

3 p½�Õá
¯��p½�Õá
r.v. �Õá5

4 �ÅCþ��Âñ
5 �ê½Æ�¥%4�½n

�ê½Æ
¥%4�½n
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�ê½Æ

�ê½Æ (LLN) (Bernoulli, Chebyshev, Markov, Borel,
Cantelli, Kolmogorov, Khinchin)

(a). f�ê½Æµ(Xn; n = 1, 2, . . . ) i.i.d., � µ = E[X1] �3, K

X n =
1

n

n∑
i=1

Xi

P
−→ µ

(b). r�ê½Æµ

X n

a.s.
−→ µ
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�ê½Æ

�ê½Æ�ýÁ�µ�fIk 1− 6 �êi, X L«��f
Ñy�:ê, K²þ:ê E[X ] = 3.5

Figure: LLN
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¥%4�½n

LindebergõLévy CLT:

� (Xi ; i = 1, 2, . . . ) i.i.d. r.v.s., µ, σ2 �Ùþ�Ú��,
K X n := 1

n

∑n
i=1 Xi �IOz:

√
n
[
X n − µ

]
σ

=⇒ N(0, 1)
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Lyapunov CLT:

� (Xi ; i = 1, 2, . . . ) �Õá� r.v.s. µi , σ
2
i � Xi þ�Ú�

�. � sn =
∑n

i=1 σ
2
i , e�3 δ > 0 ¦ Lyapunov ^�¤á:

lim
n→∞

1

s2+δ
n

n∑
i=1

E
[
|Xi − µi |2+δ

]
= 0,

K
1

sn

n∑
i=1

[Xi − µi ] =⇒ N(0, 1)
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Lindeberg CLT:

∀ ε > 0, e Lindeberg ^�¤á (' Lyapunov ^�f):

lim
n→∞

1

s2
n

n∑
i=1

E
[
|Xi − µi |21{|Xi−µi |>εsn}

]
= 0,

K
1

sn

n∑
i=1

[Xi − µi ] =⇒ N(0, 1)
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CLT �ýÁ�µ�fIk 1− 6 �êi

Figure: CLT
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